Stochastische Attraktoren

Paul Geisler 12. Oktober 2004

Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

1 Einführung 3 1.1 Zufällige Dynamische Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen 7 2.1 Die Konstruktion des ZDS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.2 Diffusionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.3 Stationäre Maße . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 Beispiele im R^1 18 3.1 Einige Beispiele: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Das tolle Beispiel 19

5 Herumgebrösel zum tollen Beispiel 21 5.1 mittels Time-Shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 5.2 mit der Doss-Sussman Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

6 Symbole 22 6.1 gebräuchliche Symbole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 6.2 hier typische Symbole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1 Einführung

Die fertige Arbeit zeigt die Einführung des Begriffes des Attraktors für zufällige dynamische Systeme, die Vielfältigkeit der ”sinnvollen“ Attraktionsbegriffe sowie Beispiele für deren Auftreten und Zusammenhänge an einfachen Beispielen einer wichtigen Klasse von ZDS. Dann soll ein Sonderfall bzgl. der Zusammenhänge ausgelotet und seine Existenz bewiesen werden.

1 Einführung

Attraktoren gehören zu den wichtigen Untersuchungsobjekten der deterministischen Dynamik. Das Bestimmen der Attraktoren und Instabilitäten eines dynamischen Systems ist ergibt starke qualitative Aussagen über das anwendungsrelevante Zeitverhalten des Systems.

Viele Systeme sind allerdings nur teilweise determinstisch charakterisierbar und enthalten einen nicht unrelevanten zufälligen Einfluss. Die vereinfachende Betrachtung eines zugeordneten deterministischen Systems ist nicht zuletzt deshalb häufig nutzlos, da gerade das Stabilitätsverhalten oftmals sehr empfindlich von zufälligen Einflüssen anhängt, der Zufall starke qualitative Veränderung zur Folge haben kann. Daher stellt sich die Frage nach den Attraktoren eines zufallsgestörten Systems. Das die Definition eines sinnvollen Attraktor-Begriffes sich als vielfältiger als im deterministischem Fall erweist, schlägt sich in der Definition verschiedener Modelle eines zufälligen Attraktors nieder, die hier verglichen und auf Zusammenhänge untersucht werden sollen.

Des weiteren greift die Arbeit auf verschiedene Änsichtenßtochastischer Prozesse zurück, als hier wären zufällige dynamische Systeme, stochastische Differentialgleichungen und die Darstellung der Diffusionsprozesse, von deren Kalkülen wir uns jeweils bedienen. Dabei stellt sich heraus, das eine doch recht große, anwendungsrelevante Klasse stochastischer Prozesse in allen diesen Darstellungen existiert und jeweils wertvolle Resultate nutzbar werden.

Der Zugang zu diesen vielfältigen Methoden ist hier grundlegend vorgestellt, für einen gründlichen Zugang empfiehlt sich folgende Literatur: Zu den zufälligen dynamischen Systemen (”random dynamical systems”) bietet [1] einen umfassenden Einstieg. Stochastischen Differentialgleichungen werden in [2] behandelt. Über die Diffusionsprozesse findet man umfassendes in [3]^1 oder eine modernere Darstellung ebenfalls in [2].

Wir beginnen zunächst mit der hier verwendeten Definitionen zufälliger Systeme.

1Das Buch von Îto ist sehr gründlich aber auch schwierig, da von den heute üblichen Darstellungen sehr weit entfernt

1 Einführung

1.1 Zufällige Dynamische Systeme Zufällige Dynamische Systeme beschreiben das Verhalten dynamischer Systeme unter einem zufälligen Einfluss z.B. Rauschen. Dieser Einfluss wird zunächst als Metrisches Dynamisches System modelliert:

Definition 1.1 (Metrisches Dynamisches Systen MDS). (Ω, F, P) Wahrscheinlichkeitsraum, so heißt die Familie der Abbildungen

θ(t) : Ω −→ Ω, ω −→ θ(t)ω

für t ∈ T (z.B. T = R) metrisches dynamisches System (MDS) falls:

1. θ(0) = id, θ(s) ∘ θ(t) = θ(s + t) für alle s, t ∈ T und

2. (t, ω) → θ(t)ω meßbar mit θ(t)P = P für alle t.

Ein Beispiel:

Beispiel 1.2 (MDS zum Wienerprozess). Da die die Annahme brownscher Bewegung in der Anwendung recht häufig ist und wir es auch im weiteren verwenden, wollen wir ein durch den Wienerprozess induziertes MDS auf (Ω, F, P) konstruieren.

Wähle Ω = {ω ∈ C(R, R), ω(0) = 0} als Menge aller stetigen, im Ursprung verschwindenden Funktionen. Zur Konstruktion von F als Borel-σ-Algebra mit geeigneter Topologie benötigen wir eine vollständige Metrik über Ω, wir benutzen für ω_1, ω_2 ∈ Ω:

d(ω_1, ω_2) := ∞∑ 1 1 2^n

‖ω_1 − ω_2‖_{∞,n} 1 + ‖ω_1 − ω_2‖_{∞,n} mit ‖ω‖_{∞,n} = sup_{[−n,n]} |ω(·)|

als Metrik für die Topologie offener Mengen über Ω, womit wir die Borel-σ-Algebra F = σ(B_d(Ω)) erhalten.

Der (zweiseitige) Wienerprozess (W_t)_{t∈R} und damit das zugehörige Wiener Maß P sind wie folgt charakterisiert:

1. X_0 = 0 P-fast sicher

2. W_s − W_t ∼ N (0, |s − t|) für alle s, t ∈ R

wobei N die R^1-Normalverteilung bezeichnet.

Der Shift-Operator θ_·(·) wird wie folgt definiert:

θ_t : Ω → Ω, θ_tω(s) := (ω(t + s) − ω(t))

und ist P-erhaltend nach einer grundlegenden Eigenschaft des Wienerprozesses: Ist W_t ein Wienerprozess, so auch X_s := W_{t+s} − W_t für alle t ∈ R. Der Shift-Operator erfüllt offensichtlich die Fluß-Eigenschaft (1). der Definition (MDS).

1 Einführung

Über dem durch das metrische System modellierten zufälligen Einfluss wird die Dynamik als ein Kozyklus dargestellt:

Definition 1.3 (Zufälliges Dynamisches System, ZDS). Ein Paar (θ, φ) mit MDS θ auf (Ω, F, P) und φ : T × Ω × X → X, (t, ω, x) → φ(t, ω, x) mit X metrischer Raum heißt Stetiges Zufälliges Dynamische System (stetiges ZDS) wenn φ ein stetiger Cozyklus über θ ist:

1. (Stetigkeit) φ(·, ω, ·) ∈ C^0(T × X) für alle ω ∈ Ω 2. (Cozyklus) φ(0, ω, ·) = id und φ(s + t, ω, ·) = φ(s, θ(t)ω, ·) ∘ φ(t, ω, ·) Zur Definition der Attraktoren benötigen wir zunächst die allgemeinere Idee der Invarianten Menge. Auch in der deterministischen Dynamik ist ein Attraktor dadurch charakterisiert, das er unter dem Fluss des Systems invariant ist, sämtliche von direkt auf dem Attraktor selbst liegenden Punkten ausgehende Trajektorien verlassen diesen niemals.

Definition 1.4 (Zufällige Invariante Kompakte Menge). Gegeben sein ein ZDS (θ, φ) mit metrischem Zustandsraum X. Eine Familie von Mengen A_ω bzw. die Abbildung ω → A(ω) heißt Zufällige Invariante Kompakte Menge wenn:

1. A(ω) ⊂ X kompakt für alle ω ∈ Ω 2. ω → d(x, A(ω)) meßbar für alle x ∈ X wobei d die Metrik^2 von X ist. 3. φ(t, ω, A(ω)) = A(θ(t)ω) für alle ω, t.

Definition 1.5 (stochastische Attraktoren). Sei A(·) Zufällige Invariante Kompakte Menge zum ZDS (θ, φ). Dann heißt A

1. Forward-Attraktor, wenn lim_{t→∞} sup_{x∈B} d(φ(t, ω, x), A(θ(t)ω)) = 0 f.s. 2. Pullback-Attraktor, wenn lim_{t→∞} sup_{x∈B} d(φ(t, θ(−t)ω, x), A(ω)) = 0 f.s. 3. schwacher Attraktor, wenn sup_{x∈B} d(φ(t, ω, x), A(θ(t)ω) → 0 in W.keit für t → ∞ 4. α-Attraktor, α ∈ [0, 1], wenn lim_{t→∞} sup_{x∈B} d(φ(t, θ((α−1)t)ω, x), A(θ(αt)ω)) = 0 f.s. für alle beschränkten B ⊂ X gilt.

Diese Attraktoren nennt man auch Set- oder Mengen-Attraktoren, da die angezogenen Objekte alle kompakte Teilmengen sind.

2d(x, A) := infy∈Ad(x, y)

Remark 1.6. Allgemeiner kann man eine einschränkende Obermenge zufälliger Mengen definieren, ein Universum D = {D(ω) | ω ∈ Ω}. Die entsprechenden (Pullback-, Forward- , schwache) D-Attraktoren genügen dann Def.(1.5), nur für die Mengen B gilt: B ∈ D. Folgende einfache Universen sind von besonderem Interesse:

• D = {D, D ⊂ B ⊂ X kompakte Untermengen.}, ein lokaler Attraktor mit Attraktionsgebiet B.

• D = {D, D ⊂ X kompakte Untermengen} der globale Mengen-Attraktor • D = {D, D ⊂ X beschränkte kompakte Untermengen} der globale Attraktor beschränkter Untermengen, entsprechend Def.(1.5) • D = {{x}, x ∈ X} der globale Punkt-Attraktor.

In dieser Arbeit betrachten wir nur die globalen Attraktoren.

Korollar 1.7. Ist A Forward- oder Pullback-Attraktor, so ist A auch ein schwacher Attraktor.

Beweis: Die f.s.-Konvergenz bedingt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. 1. (Forward-Attraktor) die Forward-Attraktion lim_{t→∞} sup_{x∈B} d(φ(t, ω, x), A(θ(t)ω)) = 0 f.s.

bedingt sup_{x∈B} d(φ(t, ω, x), A(θ(t)ω) → 0 für t → ∞ in W.keit 2. (Pullback-Attraktor) Analog bedingt Pullback-Attraktion lim_{t→∞} sup_{x∈B} d(φ(t, ω, x), A(θ(t)ω) → 0 in W.keit.

Da P bezüglich θ(t) invariant ist (θ(t)P = P für alle t), gilt mit Ersetzung von ω durch θ(t)ω: Für alle ε-Umgebungen von Null U_ε(0), ε > 0

1 = lim_{t→∞} P ( sup_{x∈B} d(φ(t, θ(−t)ω, x), A(ω) ∈ U_ε(0)) ) = lim_{t→∞} P ( sup_{x∈B} d(φ(t, ω, x), A(θ(t)ω) ∈ U_ε(0)) )

da θ(−t)θ(t) = θ^{−1}(t)θ(t) = id_Ω. q.e.d.

Lemma 1.8 (Eindeutigkeit des Attraktors). Der (globale) Pullback- Forward oder schwache Attraktor ist eindeutig bis auf Nullmengen.

Beweis: Nach Korollar (1.7) genügt es, die Eindeutigkeit für den schwachen Attraktor zu beweisen. Jeder Attraktor ist nach Definition eine zufällige invariante kompakte Menge. Wir zeigen nun: Jede zufällige invariante kompakte Menge ist im Attraktor enthalten, damit sind im besonderen alle Attraktoren wechselseitig in sich enthalten und somit gleich. Sei A ein schwacher Attraktor und E ⊂ X eine zufällige invariante kompakte Menge. Dann gilt nach Definition: φ(t, ω, E(ω)) = E(θ(t)ω) und damit für beliebiges ε > 0:

P(d(E ∘ θ, A) < ε) = P(d(φ(t, ·, E), A) < ε) → 0

mit t → ∞, da A ein schwacher Attraktor ist. Da E von t unabhängig ist und P θ(t)- invariant, folgt

P(d(E, A) < ε) = 1 − P(d(E, A) ≥ ε) = 1 − P(d(E ∘ θ, A) ≥ ε) = 1

q.e.d.

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

Die Stochastische Analysis untersucht Systeme die unter dem Einfluss von einem Rauschen stehen, das als Wienerprozess modelliert wird. Das Kalkül der Stochastischen Analysis, vor allem Stochastische Differentialgleichungen (SDGl) hat weitreichende Ergebnisse hervorgebracht. Daher ist es sinnvoll festzustellen, das sich die SDGl auch als Zufällige Dynamische Systeme beschreiben lassen, und die zu den SDGl gehörende Klasse ZDS zu untersuchen. Unsere späteren Beispiele für Attraktoren können wir dann als SDGl beschreiben, und vielfältige Werkzeuge zu ihrer Untersuchung benutzen.

Wir betrachten im folgenden die SDGl

dx = b(x)dt + σ(x) ∘ dW_t

und untersuchen, wie sich ein ZDS dazu konstruieren lässt. Dazu konstruieren wir getreu der Definition des ZDS zunächst das MDS (Ω, F, P), das hier nun den Wienerprozess ausdrückt: Wähle Ω = {ω ∈ C(R, R), ω(0) = 0} als Menge aller stetigen, im Ursprung verschwindenden Funktionen, F als Borel-σ-Algebra mit geeigneter Topologie und P als das Wiener-Maß: ω(t) − ω(s) ∼ N (0, |t − s|), s, t ∈ R wobei N die R^1-Normalverteilung bezeichnet. Fehlt noch der Shift-Operator θ_t : Ω → Ω, θ_tω(s) := (ω(t+s)−ω(t)) welcher P-erhaltend ist nach einer grundlegenden Eigenschaft des Wienerprozesses, alles siehe Beispiel (1.2).

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

2.1 Die Konstruktion des ZDS Nachdem wir eine Möglichkeit gefunden haben, den Wienerprozess als MDS auszudrücken, gilt es festzustellen, ob die Lösung der SDGl

dx = b(x)dt + σ(x) ∘ dW_t

tatsächlich einen Cozyklus über dem Wiener-MDS bildet. Zunächst spezifizieren wir die SDGl genauer. Wir bezeichnen mit C^{k,δ} den Raum der k-mal δ-Hölderstetig differentierbaren Funktionen über R:

C^{k,δ} = f ∈ C^k, f ist δ-Hölderstetig

Setzen wir δ = 1, so erhalten wir den Raum C^{k,1} der k-mal Lipschitz-stetig differenzierbaren Funktionen. Die Konstruktion des Cozyklusses lässt sich für SDGl mit b, σ ∈ C^{k,δ} durchführen, jedoch erhällt man im allgemeinen nur einen lokalen Cozyklus, da die starke Lösung der SDGl nur bis zu einer zuzfälligen Explosionszeit τ(ω, x), bzw. bei zweiseitiger Zeit auf einem Intervall (τ_−(ω, x), τ_+(ω, x)) existieren muß. Nehmen wir für die SDGl jedoch Lipschitz-Stetigkeit der Koeffizientenfunktionen an, erhalten wir eine globale Lösung auf ganz T .

Theorem 2.1 (Existenz der starken Lösung). ??? (cite) Sei (Ω, F, P) Warscheinlichkeitsraum s.o., b ∈ C^{k,δ} und σ ∈ C^{k+1,δ} und 0 < s < t ∈ T ⊂ R^+ mit geeigneten k ≥ 1, δ. Dann besitzt die Stratonovich-SDGl

dx = b(x)dt + σ(x) ∘ dW_t

die starke Lösung

ϕ_{s,t}(x) =

∫_t s b(ϕ_{s,u}(x))du +

∫_t s σ(ϕ_{s,·}(x)) ∘ dW

mit dem Anfangswert ϕ_{s,s}(x) = x bis zu einer Explosionszeit t < τ(·, x). ??? Mit δ = 1 gilt τ(·, ·) ≡ ∞.

Es stellt sich heraus, das eine Version dieser Lösung tatsächlich ein Cozyklus über unserem MDS ist. Dies ist die Aussage des folgenden Theorems: Theorem 2.2 (ZDS zu einer SDGl). Sei

dx = b(x)dt + σ(x) ∘ dW_t

eine SDGl auf X = R mit t ∈ T = R. b ∈ C^{k,δ} und σ ∈ C^{k+1,δ}, σ(x) > 0 für alle x ∈ X. Dann erzeugt die SDGl ein lokales C^k-ZDS. Das erzeugte ZDS ist global (es existiert für alle Zeit in T ) genau dann wenn K^+(±∞) = ∞ und K^−(±∞) = ∞ mit

K^+(x) =

∫_x 0 1 σ(y) exp(−

∫_y 0 2b σ^2 dz) (∫_y 0 1 σ(z) exp(

∫_z 0 2b σ^2 du)dz ) dy

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

sowie

K^−(x) =

∫_x 0 1 σ(y) exp(

∫_y 0 2b σ^2 dz) (∫_y 0 1 σ(z) exp(−

∫_z 0 2b σ^2 du)dz ) dy. Der Beweis ist langwierig, und wird daher hier nur zusammengefasst^3. Er teilt sich in folgende wichtige Schritte:

1. (Existenz und Eindeutigkeit der Lösung) Die starke Lösung ϕ_{s,t}(x) geht aus Theorem (2.1) hervor.

2. (Fluß-Eigenschaft) Es existiert eine P-Version die den Flußeigenschaften

a) ϕ_{s,s} = id_X und b) ϕ_{s,t} = ϕ_{u,t} ∘ ϕ_{s,u}

genügt, siehe [5, S. 161].

3. (rauher Cozyklus) Die Lösung ist ein sehr rauher Cozyklus^4, d.h. ϕ_{s,s+t}(ω) = ϕ_{0,t}(θ_sω) für alle s, t ∈ R aber nur alle ω ∈ Ω N_{s,t} wobei die Ausnahmenmenge N_{s,t} eine Nullmenge ist: P(N_{s,t}) = 0. ([1, S.84ff]) Unter Benutzung der Stetigkeit von ϕ_{s,t} in t erhält man das ϕ nur ein rauher Cozyklus ist, d.h. die Ausnahmenmenge N_{s,t} = N_s ist nur noch von s abhängig. Wir schreiben nun: ϕ(t, ω) := ϕ_{0,t}(ω).

4. (Perfektion des Cozyklus) Zum rauhen Cozyklus ϕ(t, ω) existiert eine Version, die ein (perfekter^5) Cozyklus ist. Hierzu verwendet man die Tatsache dass ϕ ein C^k- Diffeomorphismus ist und diese Gruppe eine abzählbare Basis hat. [1, Theorem 1.3.2, S.17ff.] garantiert dann eine perfekte Version von ϕ.

5. (Globale Existenz) Die Bedingungen K^+(±∞) = ∞ und K^−(±∞) = ∞ liefern eine Regularitätsbedingung auf [−∞, ∞], die eine Explosion der Lösung ausschließen. Die Funktionen K^+, K^− nennt man Fellers Explosionsfunktionen. Diese Bedingungen sind hinreichend für eine globale Existenz der Lösung, wie wir im folgenden Kapitel (2.2) noch zeigen werden.

3Eine Konstruktion findet sich in [1, Abschnitt 2.3.4, S82ff.] welche häufig auf [5] verweist 4nach Arnold: (very) crude cocycle 5nicht rauher

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

2.2 Diffusionen Eine Diffusion ist die Beschreibung der stetigen stochastischen Bewegung eines Partikels ohne ”Erinnerungsvermögen“. Letztere Eigenschaft wird präzise als Markov-Eigenschaft beschrieben. Zur exakten Beschreibung der Diffusion sind jedoch zunächst einige detaillierte Definitionen nötig:

Definition 2.3 (Markov-Prozess). Ein stochastischer Prozess (X_t)_{t∈T} über dem Warscheinlichkeitsraum (Ω, F, P) heißt Markov-Prozess, wenn er die Markov-Eigenschaft aufweist:

P(X_{t3} ∈ B | X_{t1} = x_1, X_{t2} = x_2) = P(X_{t3} ∈ B | X_{t2} = x_2) für alle t_1 . . . t_3 ∈ T, t_1 ≤ t_2 ≤ t_3.

Definition 2.4 (Halbgruppe von Sub-Markov-Kernen). Sei I ⊂ R ein offenes Intervall und B(I) die zugehörige Borel-σ-Algebra. Die Abbildung P : R^+ × I × B(I) → R^+, (t, x, B) → P_t(x, B) nennt sich Halbgruppe von Sub-Markov-Kernen wenn für alle t ∈ R^+ gilt:

1. B → P_t(x, B) ist σ-additiv für alle x ∈ R und P_t(x, I) ≤ 1.

2. x → P_t(x, B) ist (B(I) → B(R^+))-meßbar und erfüllt die Gleichung von Chapman- Kolmogorov: P_{s+t}(x, B) = ∫ I P_s(y, B)P_t(x, dy) für alle s, t ∈ R^+

Die zugehörige Famillie von Operatoren (T_t)_{t∈R}+ ist wie folgt definiert: T : R^+ × C_0(I) → C(I), T_tf(x) := ∫ I f(x)P_t(x, dy) Mit einigen zusätzlichen Einschränkungen der Operatoren erhält man die Feller-Dynkin- Halbgruppen:

Definition 2.5. Eine Halbgruppe von Sub-Markov-Kernen heißt Feller-Dynkin-Halb-gruppe, wenn die zugeordnete Operatorfamilie (T_t)_{t∈R}+ folgenden Bedingungen genügt:

1. T_tf ∈ C_0(I) für alle t ∈ R^+ und T_0 = id_{C0(I)} 2. lim_{t→0} T_tf = f punktweise für alle f ∈ C_0(I).

Nun haben wir alle Voraussetzungen um den Diffusionsprozess zu definieren:

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

Definition 2.6. Sei I ∈ R ein offenes Intervall, P eine Feller-Dynkin-Halbgruppe. Der P zugeordnete Markov-Prozess (X_t)_{t∈R}+ , X_t ∈ I mit P_t(x, B) = P(X_{t+s} ∈ B|X_s = x) für alle s ∈ R^+. (X_t)_R+ , heißt Diffusionsprozess.

Es gilt: T_tf = E_x(f(X_t)) wenn T_t der Operator der zum Diffusionsprozess X_t gehörenden Halbgruppe ist.

Für viele Untersuchungen genügt es, die Wirkung der Diffusion in einem infinitesimal kleinen Zeitschritt zu betrachten. Da nach Definition (2.5) bereits lim_{t→0} T_tf = f gilt, ist es leicht T_t an an der Stelle t = 0 zu entwickeln, und man erhält folgende Definition:

Definition 2.7. Der Operator L : D(L) → D(L) gegeben durch

(Lf)(x) = lim_{t→0}

T_tf(x) − f(x) t mit T_t s.o. heißt (infinitesimaler) Generator des Diffusionsprozesses X_t.

Bevor wir uns die Hilfsmittel des Diffusions-Kalküs zu Nutze machen, müssen wir feststellen, das unsere SDGl in der Tat einen Diffusionsprozess erzeugen. Erinnern wir die SDGl:

dx = b(x)dt + σ(x) ∘ dW_t (1)

Die starke Lösung φ(t, ω, x) existiere für alle ω ∈ Ω, x ∈ I jeweils auf t ∈ [0, τ_i(ω, x)]. Dann ist P_t(x, B) := P{ω ∈ Ω, φ(t, ω, x) ∈ B} mit B ∈ B(I) eine Feller-Dynkin- Halbgruppe (siehe ?; Verweis in Steinkamp S.23 z.b. Ito) und die Lösung damit ein Diffusions-Prozess.

Zum Begriff der Regularität:

Definition 2.8. Ein Diffusionsprozess heißt regulär im Punkt x, wenn für die Stoppzei- ten τ^l_x = inf{t > 0 : φ(t, ·, x) < x} und τ^r_x = inf{t > 0 : φ(t, ·, x) > x}

gilt: τ^l_x = τ^r_x = 0 fast sicher.

2.3 Stationäre Maße

Um Aussagen über das Langzeit-Verhalten unseres ZDS zu machen, untersuchen wir stationäre Maße^6 des zugeordneten Diffusionsprozesses. Als besonders nützlich wird sich dabei das Geschwindigkeits-Maß erweisen, welches hier zunächst untermauert werden soll.

Tatsächlich gibt es zwei verschiedene relevante Stationaritäts-Begriffe für das Maß. Der eine betrachtet Stationarität bzgl. der Halbgruppe P_t, der andere bzgl. eines infinitesimalen Generators des Prozesses. Der Grund, warum dieser vorzuziehen ist liegt

6Stationäres Maß wird hier synonym mit invariantes Maß verwendet

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

darin, dass für ersteren die Sub-Markov-Halbgruppe nicht ausreichend ist, es müsste zusätzlich P_t(x, I) = 1 (entsprechend echter Markov-Eigenschaft) gefordert werden. Der Vollständigkeit halber werden wir jedoch beide Begriffe einführen.

Der infinitesimale Generator, definiert durch L = lim_{t→0}^1_t (T_t − 1) berechnet sich für unsere SDGl zu: Lf = 1 2 (b + 1 2 σσ^′)f^′ + σ^2f^{′′}

Weiterhin sei L^∗ der zu L adjungierte Operator: ∫ fdL^∗v = ∫ Lfdv für alle f ∈ C_0(I)

Definition 2.9. Ein Maß v heißt stationär bezüglich des Generators des Diffusionsprozesses φ, wenn es die Fokker-Planck-Gleichung L^∗v = 0 erfüllt.

Definition 2.10. Ein Maß v heißt stationär bezüglich der Halbgruppe des Diffusionsprozesses φ, wenn gilt: T_tv = v wobei T_tv(f) = ∫ I T_tfdv

Nun wollen wir uns so ein invariantes Maß betrachten: Das Geschwindigkeits-Maß für eine stochastische Differentialgleichung.

Definition 2.11 (Geschwindigkeitsmaß). Sei c ∈ I. Die nicht-negative Funktion

p(x) := 2 |σ| exp ( 2 ∫_x c b(y) σ^2(y) dy )

sei die Dichte des Maßes m bezüglich des Lebesgue-Maßes. Dann nennt man m das (Vorwärts-)Geschwindigkeits-Maß des als Lösung von der SDGl (1) induzierten Diffusionsprozesses.

Wir erwarten nun, dass das Geschwindigkeitsmaß unsere Begriffe der Stationarität erfüllt.

Lemma 2.12. Das Geschwindigkeitsmaß ist stationär bezüglich der Halbgruppe P_t des Diffusionsprozesses φ induziert durch (1), wenn die Halbgruppe die echte Markov-Eigenschaft hat, d.h. P_t(x, I) = 1 für alle t ∈ R^+, x ∈ R.

Ohne Beweis, dazu siehe z.B. [6, S.26ff.].

Lemma 2.13. Das Geschwindigkeitsmaß ist stationär bezüglich dem Generator L des Diffusionsprozesses φ induziert durch (1).

Beweis: Sei f ∈ C^2_0 eine Funktion mit kompaktem Träger und bezeichne μ das Lebesgue-Maß. Dann ist zu zeigen: L^∗m(f) = ∫ I Lfp dμ = 0 (Fokker-Plank-Gleichung).

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

Für p gilt:

p(x) = 2 |σ| exp ( 2 ∫_x c b(y) σ^2(y) dy )

= 2 |σ| exp ( 2 ∫_x c ( b(y) +^1_2 σσ^′ σ^2(y)

− ln |σ|)dy )

= 2 σ^2 exp ( 2 ∫_x c b(y) +^1_2 σσ^′ σ^2(y) dy )

Nun, mit h := exp(2

∫_· c b+^1_2 σσ^′

σ^2 dμ): ∫ I Lfpdμ = ∫ I ( 1 2 σ^2f^{′′} + (b + 1 2 σσ^′)f^′ ) p dμ = ∫ I f^{′′}h dμ + ∫ I 2 b +^1_2 σσ^′ σ^2 hf^′ dμ = ∫ I f^{′′}h dμ + ∫ I h^′f^′ dμ = ∫ I f^{′′}h dμ + hf^′|_I − ∫ I f^{′′}h dμ = 0

durch partielle Integration und f ∈ C^2_0 (I) ⇒ f^′ ∈ C^1_0 (I) und damit hf^′|_I = 0. q.e.d.

Obwohl das Geschwindigkeitsmaß p = p_c(x) von der Konstanten c abhängig ist, interessiert die Wahl von c uns nicht weiter, da sie für das Verhalten im Unendlichen irrelevant ist, es gilt für Konstanten c, c^′ ∈ I:

p_c′ (x) = 2 |σ| exp ( 2 ∫_x

c^′

b(y) σ^2(y) dy )

= 2 |σ| exp ( 2 ∫_c

c^′

b(y) σ^2(y) dy +

∫_x c b(y) σ^2(y) dy )

= exp ( 2 ∫_c

c^′

b(y) σ^2(y) dy ) p_c(x)

= d(c, c^′)p_c(x)

mit d(c, c^′) konstant.

Definition 2.14 (Rückwärts-Geschwindigkeitsmaß). Sei I ein reguläres Intervall für den durch die SDGl dx = −b(x)dt + σ(x) ∘ dW induzierten Diffusionsprozess φ. Das Maß m mit der Dichte

p = p(−b) = 2 |σ| exp ( −2 ∫_x c b(y) σ^2(y) dy )

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

bezüglich des Lebesgue-Maßes wobei p die Dichte des Geschwindigkeitsmaßes aus Definition (2.11) beschreibt, nennt sich Rückwärts-Geschwindigkeitsmaß des als Lösung von der SDGl (1) induzierten Diffusionsprozesses.

Definition 2.15 (Skalenfunktion). Die Funktion

s_c(x) =

∫_x c p(v)dv =

∫_x c 2 |σ| exp ( −2 ∫_v c b(y) σ^2(y) dy ) dv nennt sich die Skalenfunktion des als Lösung von der SDGl (1) induzierten Diffusionsprozesses.

Die Skalenfunktion hat folgende Eigenschaft: Der Prozess s_c(X_t) ist ein stetiges lokales Martingal, wenn X_t der Lösungsprozess der SDGl ist.

Lemma 2.16. Wenn φ I nicht in endlicher Zeit verlässt, so gelten folgende Zusammenhänge: s_c(0) > −∞ ⇒ m((0, c]) = ∞^7 und s_c(∞) ⇒ m([c, ∞]) = ∞ für alle Konstanten c ∈ R^+.

Beweis: s_c(x) =

∫_x c 2 |σ| exp ( −2 ∫_v c b(y) σ^2(y) dy ) = ∫_x c p(v)dvdv

... ???

Auf diesen Maßen aufbauend können wir nun eine Aussage über die Globalität des lösenden Diffusionsprozesses machen:

Theorem 2.17 (Fellers Test auf Explosion). Zu einem aus einer SDGl erzeugten Diffusionsprozess über dem Intervall I = (c_1, c_2) definieren wir die folgenden Feller- Explosionsfunktionen:

K(x) :=

∫_x c p(v)s_c(v)dv =

∫_x 0 1 σ(y) exp(−

∫_y 0 2b σ^2 dz) (∫_y 0 1 σ(z) exp(

∫_z 0 2b σ^2 du)dz ) dy und K(x) :=

∫_x c p(v)s_c(v)dv =

∫_x 0 1 σ(y) exp(

∫_y 0 2b σ^2 dz) (∫_y 0 1 σ(z) exp(−

∫_z 0 2b σ^2 du)dz ) dy mit s_c, s_c, p, p Skalenfunktion bzw. Vorwärts-, Rückwärts- Dichte des Geschwindigkeitsmaßes sowie der Rückwärts-Skalenfunktion

s_c(x) =

∫_x c p(v)dv =

∫_x c 2 |σ| exp ( 2 ∫_v c b(y) σ^2(y) dy ) dv 7Wir schreiben

∫_a b = −

∫_b a falls a < b

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

des Prozesses. Der zufällige Zeitpunkt τ^+_I (x, ω) := inf_{t>0}{X_t ∉ I}, zu dem der Prozess X_t das Intervall I verläßt, ist unendlich fast-sicher genau dann, wenn K(c_i) = ∞, i = 1, 2. Für einen Diffusionsprozess in zweiseitiger Zeit ist der zufällige Zeitpunkt des ersten Auftritts der Lösung τ^−_I (x, ω) := sup_{t<0}{X_t ∉ I} unendlich fast-sicher genau dann, wenn K(c_i) = ∞, i = 1, 2.

Beweis: Wir zeigen nur die für unseren Gebrauch wichtige Richtung “⇐“, also die hinreichende Bedingung für eine globale Lösung^8. Wir verwenden folgendes Lemma aus [2, VI.3. Lemma 3.1. S.363]:

Lemma 2.18. Sei L der infinitesimale Generator eines Diffusionsprozesses. Dann gilt mit obiger Feller-Explosionsfunktion K(x) folgende Abschätzung:

K(x) + 1 ≤ u(x) ≤ exp(K(x))

für die Lösung des Fixpunktproblems

Lu(x) = u(x)

mit den Randbedingungen u(c) = 1 und u^′(c) = 0.

Beweis siehe [2, S.367].

Wir verwenden nun u(x) aus obigem Lemma. Sei τ der zufällige Zeitpunkt τ = inf{t ≥ 0, X(t) ∉ (a, b)} an dem der Diffusionsprozess auf I = (c_1, c_2) das Intervall (a, b), c_1 < a < x < b < c_2 verläßt.

Nun wenden wir die Itô-Formel auf e^{−t}u(X(t)) an, und erhalten:

de^{−t}u(X(t)) = e^{−t} ( d dx u ) (X(t))σ(X(t))dW_t + e^{−t}(−u(X(t)) + (Lu)(X(t)))dt

= e^{−t} ( d dx u ) (X(t))σ(X(t))dW_t

da Lu = u per Definition. Unter der Verwendung der Stoppzeit τ erhalten wir nun das Martingal e^{− min(t,τ)}u(X(min(t, τ))). Mit a ↘ c_1 und b ↗ c_2 erhalten wir τ → τ_I mit der Stoppzeit τ_I = min{t, X(t) ∉ I} und das nicht-negative Supermartingal e^{− min(t,τI )}u(X(min(t, τ_I ))).

Sei nun nach Voraussetzung K(c_1) = K(c_2) = ∞. Dann erhalten wir aus Lemma (2.18) lim_{x↘c1} u(x) = lim_{x↗c2} = ∞. Da die Abbildung

t → e^{− min(t,τI )}u(X(min(t, τ_I )))

als nicht-negatives Supermartingal fast-sicher beschränkt ist, haben wir P_x(τ < ∞) = 0.

8Ein äquivalentes Theorem mit vollständigem Beweis findet sich in [2, VI.3. Theorem 3.2. S.365]

2 Zufällige Dynamische Systeme und Stochastische Differentialgleichungen

Analog erhalten wir aus K(c_1) = K(c_2) und der Stoppzeit τ = sup{t ≤ 0, X(t) ∉ (a, b)} die Aussage P_x(τ > −∞) = 0, q.e.d.

Nun kommen wir zum Nutzen des ganzen: Einige Konvergenzaussagen für den Diffusionsprozess.

Theorem 2.19 (Verhalten des Diffusionsprozesses für t → ∞). Sei φ ein Diffusionsprozess auf dem regulären Intervall I = [0, ∞). Folgende Eigenschaften gelten für alle x ∈ I:

1. lim_{t→∞} φ(t, ω, x) = 0 fast sicher ⇔ s_1(0) > −∞ und s_1(∞) = ∞.

2. lim_{t→∞} φ(t, ω, x) = ∞ fast sicher ⇔ s_1(0) = −∞ und s_1(∞) < ∞.

Beweis: Sei X_t = φ(t, ·, x) der Diffusionsprozess.

Für 0 < a < x < b < ∞ definieren wir die Stoppzeit τ := τ_{a,b} = inf{t, X_t ∉ [a, b]}. Mit der Îto-Formel erhält man ???

s(X_{(min(t,τ)}) − s(x) =

∫_{min(t,τ)} 0 s^′(X_s)σ(X_s)dW (s)

und damit E(s(X_{min(t,τ)})) = s(x).^9 Mit t → ∞ bekommen wir

s(x) = s(a)P(X_τ = a) + s(b)P(X_τ = b))

da wir zum Zeitpunkt τ eine der Grenzen von [a, b] erreicht haben. Daher gilt außerdem P(X_τ = a) + P(X_τ = b) = 1 und wir erhalten:

P(X_τ = a) = s(b) − s(x) s(b) − s(a)

, P(X_τ = b) = s(x) − s(a) s(b) − s(a)

Nun zu (1.),⇐: Die Annahme ist s_1(0) > −∞ und s_1(∞) = ∞. Dann gilt lim_{b→∞}P(X_τ = a) = 1. Da b < ∞ beliebig war folgt aber

P(inf_t X_t = 0) = 1. (2)

Wir definieren nun das nicht-negative Martingal

Y_{t;τ} = s(X_{min(t,τ)}) − s(0)

Für a → 0, b → ∞ konvergiert Y_{t;τ} gegen das nicht-negative Supermatingal Y_t := s(X_t) − s(0); eine Konvergenzaussage für Submartingale (siehe z.B. [2](Kapitel I, Theorem 6.4)) sichert uns nun P-f.s. die Existenz des Grenzwertes lim_{t→∞} Y_t. Somit damit existiert natürlich auch lim_{t→∞} X_t P-f.s. Damit und aus Gleichung (2) folgt die gewünschte Aussage.

9s(Xt) ist somit ein lokales Martingal

Analog funktioniert der Schluss für (2.),⇐, hier sind die Annahmen s_1(0) = −∞ und s_1(∞) < ∞. Damit erhält man lim_{a→0}P(X_τ = b) = 1 und als entsprechendes Gegenstück zur Gleichung (2) den Term P(sup_t X_t = ∞) = 1 und damit die Aussage.

Die Richtung ⇒ erhalten wir für (1.) und (2.) durch Ausschluß. Zu (1.): Wie nehmen an, die Annahme s(0) > −∞ und s(∞) = ∞ gelte nicht, dann gilt entweder 1. s(0) > −∞ aber s(∞) < ∞, dann ist

P( lim_{t→∞} X_t = 0) = 1 − P( lim_{t→∞} X_t = ∞) = s(∞) − s(x) s(∞) − s(0) wie oben im Beweis zu erkennen, oder 2. s(∞) = ∞ aber s(0) = −∞, dann jedoch gilt lim inf_{t→∞} P(X_t = 0) = lim sup_{t→∞} P(X_t = ∞) = 1 und somit existiert kein Grenzwert P-f.s. oder 3. s(0) = −∞ sowie s(∞) < ∞, dies jedoch entspricht den Vorraussetzungen von (2.19, 2.).

In jedem Fall liegt ein Wiederspruch vor, das Ganze gilt analog für (2.), q.e.d. Theorem 2.20 (Verhalten des Diffusionsprozesses für t → ∞ in Wahrscheinlichkeit). Es gilt für alle x ∈ I:

1. t → ∞ : φ(t, ω, x) → 0 in Wahrscheinlichkeit, so gilt s_1(∞ = ∞ und eine der folgenden Beziehungen:

a) s_1(0) > −∞ b) s_1(0) = −∞ und m((0, 1]) = ∞ 2. Gilt umgekehrt s_1(∞) = ∞ und eine der folgenden Bedingungen

a) s_1(0) > −∞ b) s_1(0) = −∞ und m((0, 1]) = ∞ und m([1, ∞)) < ∞ so folgt daraus: t → ∞ : φ(t, ω, x) → 0 in Wahrscheinlichkeit.

Weiterhin benötigen wir noch analoge Aussagen für das Verhalten des Diffusionsprozesses mit t → −∞. Dazu folgendes Lemma:

Lemma 2.21. Der dem Diffusionsprozess (θ, φ) zugeordnete Rückwärtsprozess (θ, φ) mit θ(t) := θ(−t), W (t, ·) := W (−t, ·) und φ(t, ·, ·) = φ(−t, ·, ·) erfüllt folgende SDGl: dX_t = −b(X_t)dt + σ(X_t) ∘ dW_t mit Anfangswert X_0 = x.

3 Beispiele im R^1

Theorem 2.22 (Verhalten des Diffusionsprozesses für t → −∞). Es gilt lim_{t→−∞} φ(t, ω, x) = ∞ fast sicher genau dann wenn m((0, 1]) = ∞ und m([1, ∞)) < ∞.

Beweis: Nach (2.19 Fall 2) gilt: lim_{t→−∞} φ(t, ω, x) = ∞ ⇔ s_1(0) = −∞ und s_1(∞) < ∞, mit s_1(0) = −∞ ⇔ m((0, 1]) = −∞ und s_1(∞) < ∞ ⇔ m([1, ∞) < ∞) folgt die Behauptung.

3 Beispiele im R^1

Das durch die eindimensionale SDGl

dx = b(x)dt + σ(x)dW (t)

induzierte ZDS soll nun auf Auftreten des Attraktors {0} bzgl. der Wahl von b bzw. σ untersucht werden. Wir stellen folgende Voraussetzungen an die SDGl:

1. b(0) = σ(0) = 0 sowie σ(x) > 0 für alle x > 0.

2. b(·) ist Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L < 1, wächst also allerhöchstens linear.

3. σ ∈ C^2 und σ ∈ B^2 d.h. σ^′, σ^{′′}sind beschränkt.

Da dieser Attraktor auch ω invariant ist, können wir die Ergebnisse der Diffusionsdarstellung direkt verwenden. Betrachten wir folgende direkte Konsequenzen aus dem Theorem (2.19) und dem Theorem (2.20).

Korollar 3.1 (zu (2.19)). A = {0} ist ein Forward-Attraktor von (θ, φ) genau dann wenn s_1(0) > −∞ und s_1(∞) > ∞ gilt.

Korollar 3.2 (zu (2.22)). A = {0} ist ein Pullback-Attraktor von (θ, φ) genau dann wenn m((0, 1]) = ∞ und m([1, ∞)) < ∞ gilt.

3.1 Einige Beispiele: Beispiel 3.3.

dX_t = −xdt + xdW_t hat mit A = {0} sowohl Forward- als auch Pullback-Attraktor:

s(x) =

∫_x c 2 x exp ( −2 ∫_v c −y y^2 dy ) dv = x^2 − 1,

damit gilt s(0) = −1 > −∞ und s(∞) = ∞ (sichert Forward-Attraktor), sowie

s(x) =

∫_x c 2 x exp ( −2 ∫_v c y y^2 dy ) dv = x^2 − 1 x^2 , damit gilt m((0, 1)) = −s(0) = ∞ und m((1, ∞)) = s(∞) = 1 < ∞ (sichert Pullback- Attraktor). Beispiel 3.4.

dX_t = b(x)dt + xdW_t besitzt mit b(x) = { 0, x ∈ [0, 1] −x, x ∈ (a, ∞] wobei a so zu wählen ist, das b auf (1, a] L-stetig mit L < 1 (vgl. Voraussetzung (2) s.o.) fortgesetzt werden kann, nur den Pullback-, jedoch keinen Forward-Attraktor, mit

b(x) = { −x, x ∈ [0, 1] 0, x ∈ (a, ∞] hingegen nur den Forward-, jedoch keinen Pullback-Attraktor.

Der Begriff des schwachen Attraktors erfordert lediglich die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

Korollar 3.5 (zu (2.20)). 1. Ist A = {0} ein Weak-Attraktor von (θ, φ) so gilt s_1(∞) = ∞ und eine der Bedingungen:

a) s_1(0) > −∞ b) s_1(0) = −∞ und m((0, 1]) = ∞ 2. Ist s_1(∞) = ∞ und gilt und eine der Bedingungen

a) s_1(0) > −∞ b) s_1(0) = −∞ und m((0, 1]) = ∞ und m([1, ∞)) < ∞ so ist A = {0} ein Weak-Attraktor von (θ, φ).

Im Fall (1a) sowie (2a) ist A ebenfalls ein Forward-Attraktor. Andersherum ist jeder Forward-Attraktor ein Weak-Attraktor wie bereits in Korollar (1.7) gezeigt.

4 Das tolle Beispiel

Wie bereits bewiesen ist jeder Pullback- und jeder Forward-Attraktor ebenfalls ein schwacher Attraktor. Die Umkehrung gilt nicht, zumindest sind Pullback- und Forward- Attraktor nicht Konsequenz voneinander. Da stellt sich die Frage, ob ein System mit schwachem Attraktor existiert, der weder Forward- noch Pullback-Attraktor ist. Um den schwachen Attraktor zu ermöglichen, die anderen Sorten aber zu verhindern sind folgende Annahmen erforderlich: s_1(0) = −∞, s_1(∞) = m((0, 1]) = m([1, ∞)) = ∞ mit

s_1(x) =

∫_x 1 2 |σ(x)| exp ( −2 ∫_v 1 b(y) σ^2(y) dy ) dv und m(I) = ∫ I 2 |σ(x)| exp ( 2 ∫_v 1 b(y) σ^2(y) dy ) dv = ∫ I ds_1(x)

Diese Auswahl erfüllt nicht die hinreichende Bedingung für den schwachen Attraktor (2b) von Korollar (3.5), wohl aber die notwendigen. Ein diesen Bedingungen genügendes Beispiel hat also sicher weder Pullback- noch Forward-Attraktor A(ω) = {0}, bleibt also noch zu zeigen, dass es Beispiel mit einem schwachen Attraktor gibt.

• Die SDGl dx = xdW , welche obigen Bedingungen genügt, besitzt die explizite Lösung x(t) = xe^{Wt} und damit keinen Attraktor.

• Die SDGl dx = b(x)dt + σ(x)dW mit σ(x) :=^{x2}_{1+x} und b(x) :=^1_2^{x3}_{(x+1)2} −^1_2 σσ^′ genügt ebenfalls obigen Bedingungen.

5 Herumgebrösel zum tollen Beispiel

5 Herumgebrösel zum tollen Beispiel

5.1 mittels Time-Shift Benutze die quadratische Variation eines Diffusionsprozesses (vgl. ([4, S.Timechange ff.])). Der Diffusionsprozess (M_t)_{t∈R}+ hat folgenden quadratische Variationsprozess:

⟨M⟩_t = inf{s :

∫_s 0 ( 1 σ(W_t + X_0)

) > t} und T_t := inf(s : ⟨M⟩_s > t);

Damit bildet man den Time-Shift: X_{Tt} = B_t bzw. M_t = B_{⟨M⟩t} wobei B_t brown’sche Bewegung.

Konkret: Sei X_t Lösung zu dX_t = σ(X_t)dW_t =^1_{1+e−Xt} dW_t dann

⟨M⟩_t = inf{s :

∫_s 0 (1 + e^{−Wt−X0} )dt > t}

Damit wäre zu zeigen:

lim_{t→∞} P({ω, W (inf { s : ∫_s 0 (1 + e^{−Wt−X0} )dt > t } , ω) < M}) = 1

für alle M.

5.2 mit der Doss-Sussman Methode Theorem 5.1 (Doss-Sussman Methode). σ, σ^′, σ^{′′} sind stetig und beschränkt, b ist L-stetig. M_t Semi-Martingal. Sei h(x, s) die Lösung von dh ds = σ(h) zum Anfangswert h(x, 0) = 0

. Sei stochastischer Prozess D_t(ω) die Lösung zum AWP

dD_t dt = b(h(D_t, M_t)) exp ( − ∫_{Mt} 0 σ^′(h(D_t, s))ds ) mit Anfangswert D_0 = y

Dann gilt: h(D_t, M_t) ist die eindeutige Lösung von dx = y + σ(x) ∘ dM + b(x)dt

6 Symbole

Für unser Beispiel hieße dies:

dx = 1 1 + e^{−x} dW = 1 1 + e^{−x}

∘ dW + e^{−x} (1 + e^{−x})^3 dt was zu einer eindeutigen Lösung für h(·, ·) führt, (die in x sowie s monoton steigend sowie verm. L-stetig ist) jedoch einer durchwachsenen DGl für D_t mit einer W_t-abhängigen (immerhin positiven) rechten Seite:

dD_t dt = c(D_t, W_t) . 6 Symbole

6.1 gebräuchliche Symbole B_d(X) Menge der offenen (Borel-)Mengen über X bzgl. der Metrik d. R^+, R^− Menge der nicht-negativen (nicht-positiven) reellen Zahlen U_ϵ(x) offene ϵ-Umgebung des Punktes x C^n Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen C^{n,δ} Menge aller n-mal Hölder-stetig mit Ordnung δ differenzierbaren Funktionen B^n Menge aller n-mal Differenzierbaren Funktionen mit beschränkten Ableitungen N (0, 1) die Standard-Normalverteilung L^∗ der zu L formal adjungierte Operator

6.2 hier typische Symbole W_t ein Wienerprozess θ ein metrisches dynamisches System ϕ ein zufälliger Fluß oder ein Cozyklus über einem MDS ⟨M_t⟩ der quadratische Variationsprozess zu M_t

Literatur

Literatur

[1] Arnold, Ludwig: Random Dynamical Systems. Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York, 1998.

[2] Ikeda, N. und S. Watanabe: Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes. North-Holland Publishing Company / Kodansha Ltd. Tokio, 1981.

[3] Itô, Kiyosi und Jr. Henry P. McKean: DIFFUSION PROCESSES AND THEIR SAMPLE PATHS. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1965.

[4] Karatzas, Ioannis: diffs.

[5] Kunita: Stochastic flows and stochastic differential equations. Cambridge University Press, 1990.

[6] Steinkamp, Marcus: Bifurcations of One Dimensional Stochstic Differential Equations. Logos-Verlag Berlin, 2001.